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Resumo: O presente trabalho visa estudar o efeito da forca
de Coriolis no modelo de uma Méquina de Padronizagdo
Primaria de Forga por Peso Morto com énfase no quadro de
forga e o eixo das massas. E uma inovagio tecnologica!
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1. INTRODUCAO

Maquina de Padroniza¢do Primaria de Forga por Peso
Morto (fig.1) sdo maquinas que operam através da agdo
direta das massas no campo gravitacional. A unidade de
forca ¢ realizada através do principio de peso morto, cujas
forcas sdo geradas por massas suspensas submetidas ao
efeito da aceleragdo da gravidade local [1] [2].
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Fig. 1 Estrutura de uma Maquina de Padronizagdo Primaria
de Forga por Peso Morto.

As maquinas de padronizag@o de for¢a por peso morto sdo
utilizadas para quantificar a grandeza forga. Sdo estruturas
compostas por massas de elevada exatiddo e reduzido grau
de incerteza submetidas a aceleragdo da gravidade local .

No inicio do século dezenove, Gaspard Coriolis
desenvolveu um principio matematico para descrever o
movimento de objetos em relacdio a um sistema de
referéncia ndo-inercial, em rotacdo uniforme, tal como a
Terra. Seu principio recebeu o nome de Forga de Coriolis.

A forga de Coriolis altera os resultados inclusive
dependendo da longitude do Laboratorio, bem como do
comprimento do eixo das massas, para a interpretacdo dos
resultados obtidos.

2. OBJETIVO

O estudo desta nova concepgdo, além de ser uma inovacao
tecnologica ¢ importante para melhorar as avaliagdes feitas
em maquinas de padronizagdo primaria de forga.

E estudado o sistema de coordenadas em movimento
generalizado, equa¢do do movimento de uma particula
relativamente a um observador sobre a superficie da Terra,
péndulo de Foucault, e a equacéo final que determina a nova
equacdo para o modelo com a introdugdo da for¢a de
Coriolis.

A medic¢do da forga por uma maquina de peso morto segue
a seguinte equagdo tradicional:
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Onde:

F = moddulo da forga a ser padronizada;

m = mddulo das massas dos pesos considerados;

g = valor da aceleragdo da gravidade local;

p . = valor da massa especifica do ar, no local da instalago
do padréo ;

p m = valor da massa especifica do material dos pesos
considerados.



Em seguida é estudada a medida de for¢a com a introducao
da for¢ca de Coriolis que ndo ¢ analisado nas maquinas de
calibragdo primaria existente nos Institutos de metrologia no
mundo. Portanto em nossa proposta a equago passa a ser.

F,= mg{l _paj —2meAl, + Iec)[cos%errp(é) +Sen900srp(g27)}sen&
P
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onde:

Fr = modulo da forga resultante a ser padronizada;

m = médulo das massas dos pesos considerados;

g, = valor da aceleracdo da gravidade local;

p. = valor da massa especifica do ar, no local da instalagdo
do padréo;

pm = valor da massa especifica do material dos pesos
considerados;

o= velocidade angular de rotagdo da Terra;

l, = comprimento do quadro de forga;

lec = comprimento do eixo das massas desde o quadro de
forga até o centro de massa;

0 = deslocamento angular do eixo das massas em relagdo ao
plano vertical;

0 = velocidade angular do eixo das massas em relag@o ao
plano vertical;

¢ = deslocamento angular do eixo das massas em relacdo ao
plano horizontal;

@ = velocidade angular do eixo das massas em rela¢do ao
plano horizontal;

A = co-latitude da posi¢cdo da maquina de padronizagdo de
forga.

Com isto, determinamos a diferenga entre a posicdo
tradicional e a nossa proposta com a forca de Coriolis.

3. METODOLOGIA

3.1 Sistemas de coordenadas em movimento
generalizado

—
Seja R o vetor posigio da origem Q do sistema xyz,
relativamente a origem O do sistema XYZ fixo (ou inercial),
Fig. 2, [1][3] [4] [5].
Portanto, o vetor posicao relativamente a O é:

- -> - 3
R, =R+ ®

Assim, a velocidade do ponto P, sob o ponto de vista do
sistema de coordenadas XYZ ¢ [1][3] [4] [5]:

dR, _i(§+?j _|dR] |dr @)
fixo

dt Tt dt dt

fixo fixo fixo

Fig. 2 Octante do desenvolvimento das coordenadas.
Portanto, o vetor de posicao relativamente a O é:

Assim, a velocidade do ponto P, sob o ponto de vista do
sistema de coordenadas XYZ é [1] [3] [4] [5]:
- -
dR dr

dR, =i(§+?j =l—| +|—
dt dt oo | dt dt

fixo fixo fixo

“

Porém, o vetor posicdo ¢ manifestado pelas componentes
de deslocamento e rotagdo no ponto P, sendo a velocidade
da particula relativa ao sistema fixo.

= ﬂ + ;)x ? %)
dt

fixo movel

dr
dt

Logo, conclui-se:

R r > -
) =|l— | +4|— +wxr (6)
dt dt dt
fixo fixo movel
-
O vetor @ ¢ a velocidade angular do sistema em

movimento, relativamente ao sistema fixo. A aceleragdo do
sistema sera:

_d[aR
dt| dt

fixo fixo
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Portanto, a equagdo geral do movimento generalizado,
determinando a aceleragdo do vetor posi¢do de P,
relativamente ao ponto O é:
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onde os termos da aceleragdo de Coriolis ¢ a aceleracdo
centripeta sdo respectivamente:

N
2 dr
Aceleracéo de coriolis: & cr = 2@ X m

)
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Aceleracéo centripeta: Acp = @ X (COX rj (10)

3.2 Equacdo do movimento de uma particula,
relativamente a um observador, sobre a superficie
da Terra

Supondo-se que a Terra seja uma esfera regular, com
centro em O, girando em torno do eixo Z, com velocidade
angular constante ® e usando-se, também, o fato do efeito de
rotacdo da Terra em torno do Sol ser negligencidvel, o
sistema de coordenadas XYZ pode ser tomado como sistema
inercial [1] [3] [4] [5].

Levando-se em conta a equagdo 8, o vetor forca da
particula m, relativamente ao sistema XYZ, ¢ R,; logo:

d2Ro
m

—F . 11
ot (1)

No caso da Terra, a for¢a ¢ designada pela Lei da Gravitagéo
de Newton.

M e (12)

0

F=G

Igualando-se (11) com (12), tem-se:

25 N
AR __gMg, (13)
dt R;

A aceleragdo centripeta ¢ a aceleragdo do ponto Q,
relativamente a origem, no ponto O.

2B N
ddtzR =wx(wxR) (14)

Substituindo-se as equagdes 13 e 14 na equacdo 8,
considerando-se a aceleragdo angular igual a zero e a
rotacdo da Terra, constante, obtém-se:

_GM
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(15)
Segundo os estudos de geofisica, considera-se a acelerago
da gravidade:

a:—GI\? ﬁo—a)x(wxﬁ) (16)

0

Substituindo-se a equagdo 16 na equagdo 15, tem-se a
equagdo que determina a aceleragdo, perto da superficie da
Terra:
d’r - d
—=0-2wx
dt

-

r—wx(wx?) (17)

Perto da superficie da Terra, o 0ltimo termo pode ser
negligenciado, com um alto grau de aproximacao, tomando
a forma:

2*) R -
A r G 20xdr (18)
dt? dt

onde escreve-se:

coxddtr :wx(ih;%éﬁ} 1

Substituindo a equagdo 19 na equagdo 18, tém-se:
(20)
BN
d2 r N o> . °* - >
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Tomando-se as parcelas correspondentes aos vetores
unitarios, que sdo as aceleragdes nos devidos eixos
coordenados para particulas que se movem muito perto da
superficie da Terra:

.)(.:260 cos /15/ 21
'); =—2w(cos A ;(+ send 2) (22)
.z. =—g+2wseni y (23)

Estas sdo as equagdes do movimento quando o corpo
considerado se move perto da superficie da Terra.



Sendo:

X, Y, Z, as aceleragdes no eixo considerado;

X, Y, Z, as velocidades no eixo considerado;
g, o valor da aceleragdo local na Terra;
@, a velocidade angular da Terra;

A , a colatitude do objeto na Terra.

3.3 Determinacéo da forgca no conjunto quadro de
forca e eixo das massas tendo em conta o efeito
de Coriolis

Deve-se achar a equagdo do movimento do péndulo, levando
em conta a rotagdo da Terra que, no caso da Maquina de
Padronizacdo Primaria de Forga, por Peso Morto, ¢
considerada constante [1] [3] [4] [5] [6].
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Fig.2 Representagdo do conjunto: a) quadro de forga, eixo
das massas e as massas do sistema como Péndulo de
Foucault, b) peso resultante e forga de tracdo no eixo das
massas aplicado no centro de massa no péndulo de Foucault.

O péndulo de Foucault ¢ um péndulo destinado a evidenciar
o movimento de rotagdo da Terra e baseia-se na
invariabilidade do plano de oscilagdo de um péndulo. Em
nosso caso em particular, o modelo proposto sofre a
influéncia da for¢a de Coriolis comportando-se como um
péndulo de Foucault, alterando desta forma o valor esperado
da forca de referéncia gerada por uma maquina de
padronizagdo [6] [7] [8] .

Onde:

N
T = forga de tragdo aplicada no centro de massa, do eixo

das massas;
-
M g = peso resultante das massas, aplicado no eixo das

massas;
0 = deslocamento angular do eixo das massas em relagdo ao
plano vertical;

¢ = deslocamento angular do eixo das massas em relagdo ao
plano horizontal;

l, = comprimento do quadro de forga;

l.. = comprimento do eixo das massas em relagdo ao centro
de massa.

As coordenadas do centro de massa, situadas no eixo das
massas, em relagdo a origem, serdo:

Xee = (Iy + 1, )sen & cos ¢ (24)
Yee = (I, +lec)sen Osen ¢ (25)
zec = (Iq + IeC)COS 0 (26)

As componentes da for¢a T(fig. 2.b) aplicada ao sistema,
tomam a forma:

T, =-Tsen & cos ¢ (27)
T, =—Tsentseng (28)
T, =T cosé (29)
A resultante das forcas no centro de massa é:

- - -

A equagdo dindmica para o sistema incluindo a forga de
Coriolis e a forga centripeta, sera:

2% -
d-r

- dr —
M——=Rm—-2Mox—-mMox(oxr (31)
atz - dt (@xT)

Substituindo-se a equagdo 10.28 na equagao 10.29:

- -
2 - -

mddt2r =T+mg—2ma)><c:j—tr—ma>x(a)x?) (32)

Desconsiderando-se o ultimo termo da forga centripeta:

N
dd:2r=?+m§—2mwx r (33)

Escrevendo-se na forma de suas componentes:

m x = —Tsen Hcos¢+2ma))./cos/1 (34)

m§ = —Tsen Hsen¢—2ma)(>'<cos/1+ Esen/i) 35)

mz=-Tcos@—mg +2mm yseni) (36)



Substituindo-se os valores das velocidades obtidas das
equagdes de centro de massa 24,25 e 26 nas equagdes 34,35
e 36, obtém-se um sistema de equagdes, que determinam o
comportamento dindmico do péndulo de Foucault:

mx =Tsendcosp+2ma(l, +I, ){cos@sengo(&) +senécosp(p) |cosd

(37

my =—Tserosy-2me], +|ec)[(coﬁcogp@—seraem(('p))comsers(?@sem}

(33

Essa equagdo ¢ idéntica a equagdo 1, usada para a Maquina
de Padronizacdo Primaria de Forca por Peso Morto, sem a
forga de Coriolis. Esta conclusdo ¢ importante, pois mostra
que se o valor da for¢a de Coriolis ndo for considerado
voltamos ao sistema tradicional para o calculo da forga.

NaTab. 2, ao usarmos a equagdo 41,observa-se que as co-
latitudes de 55° ¢ 85°, sdo as que possuem o menor valor
para a forga de Coriolis. J4 para as co-latitudes de 30°, 55° ¢
80° tem-se os maiores valores para a forga de Coriolis que
possuem ordem de grandeza de 10™. Na co-latitude de 0°,a
forca de Coriolis ¢ igual a zero. Logo, existe uma parcela

mz =T cosf—mg +2m o, + |ec){003 @seng(0) + send cos go(gz;)}sen svariavel da forga de Coriolis cuja validade deve ser

(39)
Da equag@o039, que representa a agdo das forgas verticais em
relagdo ao plano considerado horizontal, obtém-se a seguinte
representacao:

Tcos@—mz = mg —2maxl, + |ec)[cos Gseng(0) + senecow(q;)}sem
(40)

Fazendo-se F, =T cos § —m z, como a forga resultante
no eixo z, e substituindo-se o valor de MQ da equagdo 40

Pa

m

por seu valor, mg I(l - J , ha equagdo 1, obtém-se
uma equacdo para o estudo da forca aplicada na
maquina de padronizacdo primaria de forca, levando-se
em conta a forca de Coriolis:

F,=mg (l—p"”j —2mal, + Iec)[cos«%er‘rp(é) +sen9cos¢(g.o)}sem
£

(41)

4. RESULTADOS

Através do estudo do modelo de uma maquina de
calibracdo de forca de 2 kN ¢ apresentada a comparacdo dos
resultados das medi¢des da forga pelo modelo de uma
Magquina de Padronizag@o Primaria de Forga por Peso Morto
da maneira convencional e a obtida, pelo novo modelo onde
foi introduzida a for¢a de coriolis.

Considerando-se na equacdo 40,0 valor de 6 = 0°, tem-se
cosO = 1, senf = 0. Portanto, a aceleracdo vertical ¢ igual a

Zero (;:o) e a velocidade angular do eixo das massas, em
relagdo ao plano vertical, também ¢ zero (é =0); a

equacdo entdo, reduz-se ao seu valor habitual, sem o termo
da for¢a de Coriolis:

T =mg|{l—ﬁj
Pm

analisada para cada localidade.

Tab.2 Valores da forga de Coriolis em fun¢io da co-
latitude, para a simulagdo do modelo.

ot 3 —
Q 000E+00
k=] 4,68E-04
10 2.65C-04
15 3.17E-04
20 445£-04
25 6 46E-05
a9 4,.82E.04
a5 2.09E-04
40 3 83E-04
45 4 15E-04
50 1.28E-04
] 4. 88E-04
[514] 1.49E.-04
65 4 03E-04
67 4 17£-04
70 3.77E-04
i5 1.89E-04
89 4.85E.04
35 8.59E£-05
90 4 36E-04

Na equacdo 41, ao se variar o comprimento do eixo das
massas, obtemos os resultados da Tab. 1 onde fica evidente
que o tamanho do eixo, influencia o valor da for¢a de
Coriolis.

Tab.1 Valores da for¢a de Coriolis em fungdo do
comprimento do eixo das massas

3,48E-04
5.80E-04
811E-04
1,04E-03
1.28E-03 |
1.561E-03

1. 74E-03
197E-03 |
2 -
2,43E-03

3mn~|nm;uua%

5. DISCUSSAO

A co-latitude ¢ um dos fatores para ser analisado pois
dependendo da posi¢do geografica do laboratorio teremos
calibracdes de forca com resultados diferentes, significativos
ou ndo, em comparagdes internacionais .



Na fig.3, observa-se a variacdo da forca de
fungdo da co-latitude.

Coriolis, em

Forga de Coriolis em funcéo da co-latitude

6,00E-04
5,00E-04
4,00E-04

3,00E-04

Forca de Coriolis (N)

2,00E-04

1,00E-04

0,00E+00
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

co-latitude

Fig. 3 Forga de Coriolis em fungdo da co-latitude, para a
simula¢dao do modelo

Com esta constatagdo, torna-se necessario que o0s
laboratorios que fazem calibracdo, e os institutos de
metrologia que realizam comparagdes internacionais, fagam
o devido ajuste na corre¢do dos valores obtidos em seus
transdutores primarios de forga, para obter a exatiddo que se
espera

A analise da figura 4 mostra que quanto maior o eixo das
massas, maior o valor da for¢a de Coriolis, portanto, a
maquina de grande porte cujo eixo pode ter um
comprimento consideravel, terd o valor da forga de Coriolis
grande o suficiente para aumentar a incerteza da medicdo,
logo, o estudo desta aumentard a exatiddo do sistema em
questao.

Forca Coriolis (N) em funcdo do comprimento do eixo da massas

3,00E-03

Forca Coriolis (N) = 0,00023183*Comprimento Eixo das Massas + 0,00011592
R? = 1,00000000

2,50E-03
2,00E-03

1,50€-03

Forga de Coriolis (N)

1,00E-03

5,00E-04

100

0,00E+00
0 2 4 6 8 10

Comprimento (m)

Fig. 4 Forga de Coriolis em fungdo do comprimento do eixo
das massas

O comprimento do eixo das massas, em fungdo do modelo
estudado, forneceréd informagdes sobre o comportamento da
varia¢do da forca de Coriolis e 0 quanto isso representa nas
avaliacOes das medigdes de forca.

6. CONCLUSOES

Portanto ¢ relevante o estudo da influéncia da forca de
coriolis no sistema, uma vez que este efeito ndo ¢ levado em
consideracgdo pelos laboratdrios internacionais de calibragdo
de forca para as Maquinas de Padronizagdo Primaria de
Forga por Peso Morto.

Estuda-se agora, uma maquina com efeito dinamico e nao
como antes, uma maquina inercial.

A analise nos mostra que quanto maior o eixo das massas,
maior o valor da forga de Coriolis, portanto, a maquina de
grande porte cujo eixo pode variar em comprimento, tera o
valor da for¢a de Coriolis grande o suficiente para aumentar
a incerteza da medigdo, portanto, o estudo desta aumentara a
exatiddo do sistema em questao.

A co-latitude e o comprimento do eixo das massas, em
fun¢do do modelo estudado, irdo nos dizer o comportamento
do efeito pendular e, o quanto representa nas avaliagdes das
medigdes de forca.

Foi relevante o estudo da influéncia da for¢a de Coriolis no
sistema, uma vez que este efeito ndo ¢ levado em
consideragdo pelos laboratdrios internacionais de calibragao
de forga.

E uma inovagio tecnoldgica em fungdo das méquinas
existentes que pode trazer grandes beneficios na area de
medicao de forga.
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